
有限域上非本原 ＢＣＨ码的对偶包含判定

肖芳英１，陈汉武１，刘志昊１，李志强１，２，刘文杰１，３

（１．东南大学计算机科学与工程学院，江苏南京 ２１００９６；２．扬州大学信息工程学院计算机科学与技术系，
江苏扬州 ２２５００９；３．南京信息工程大学计算机科学与软件学院，江苏南京 ２１００４４）

摘 要： 循环陪集在经典和量子纠错编码理论中具有非常重要的作用．根据 ＣＳＳ编码定理知，利用经典 ＢＣＨ码
构造量子ＢＣＨ码时需要判断经典ＢＣＨ码是否包含其对偶码．本文给出了循环陪集的若干重要性质，根据这些性质得
到了判断有限域上非本原ＢＣＨ码是否包含其对偶码的准则．本文给出的判断准则时间复杂度为多项式的，并且该判
断准则对本原ＢＣＨ码也适用．
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１ 引言

循环陪集［１］在经典纠错编码理论中具有非常重要

的作用，特别是与经典循环码、ＢＣＨ码、Ｇｏｐｐａ码和 Ａｌ
ｔｅｒｎａｎｔ码的构造过程密切相关．文献［２］和［３］对循环陪
集的结构作了较为详细的讨论，并将其应用于确定ＢＣＨ
码和Ｇｏｐｐａ码的信息位数［２］以及它们的最小距离［３］．文
献［４］利用循环陪集来确定 Ｇｏｐｐａ码和 Ａｌｔｅｒｎａｎｔ码的最
小距离下限［５］．循环陪集在量子编码理论中也起着重要
的作用．根据引理１［６］可知，如何判断一个码是否包含
其对偶码在量子编码理论中尤为重要．

引理１ 如果存在参数为［ｎ，ｋ，ｄ］的二元线性码
Ｃ，并且 Ｃ⊥Ｃ，这里 Ｃ⊥是经典纠错码中 Ｃ对于通常

内积（ｕ，ｖ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｕｉｖｉ的对偶码，则存在参数为ｎ，２ｋ

－ｎ，ｄ的纯量子码．

文献［７］中首次提出借助引理 １的方法运用经典
ＢＣＨ码构造二元量子 ＢＣＨ码．它通过分析 ＢＣＨ码的循
环陪集与其对偶码的循环陪集之间的关系，给出了一种

判断二元经典 ＢＣＨ码是否包含其对偶码的方法，即设
Ｃ是有限域ＧＦ（２）上码长为 ｎ的 ＢＣＨ码，其定义集为
ＩＣ，如果ｉ∈ＩＣ，有（ｎ－ｉ）ＩＣ，则 Ｃ一定包含其对偶
码（即 Ｃ⊥Ｃ）．文献［８］扩展了引理１中的量子码构造
方法，得到如下引理．

引理２ 设二元线性码 Ｃ＝［ｎ，ｋ，ｄ］包含其对偶
码（即 Ｃ⊥Ｃ），则 Ｃ可以扩展为二元线性码Ｃ′＝［ｎ，
ｋ′＞ｋ＋１，ｄ′］，并且由线性码 Ｃ和Ｃ′可以构造参数为
ｎ，ｋ＋ｋ′－ｎ，ｍｉｎ（ｄ１，「３ｄ′／２?）的量子码．

文献［８］还根据循环陪集的性质，给出了判断二元
本原ＢＣＨ码是否包含其对偶码的改进方法．如果有限
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域 ＧＦ（２）上某本原ＢＣＨ码 Ｃ的设计距离δ≤２「ｍ／２?－１，
则 Ｃ⊥Ｃ，但是该结论对二元非本原 ＢＣＨ码不成立．
文中还给出了一个 Ｃ⊥Ｃ的充分条件，如果存在 ｉ∈
ＣｓＩＣ且ｎ－ｉ∈Ｃｓ，一定有 ｍ和ｍｓ＝｜Ｃｓ｜是偶数且
Ｃ⊥Ｃ．该结论仅对 ｍ是偶数且ｍｓ是偶数的情况下，
如果 ＣｓＩＣ且ｎ－ｓ∈Ｃｓ，则可以判断 Ｃ⊥Ｃ．但是，当
ｍ是偶数而ｍｓ为奇数或ｍ是奇数时，或当 ｉ∈Ｃｓ和ｎ
－ｉ∈Ｃｓ只有一个成立时，利用该结论无法判断 Ｃ是否
包含其对偶码．文献［９］中给出了一种判断有限域
ＧＦ（ｐ）上本原 ＢＣＨ码是否包含其对偶码的准则，即如
果本原ＢＣＨ码 Ｃ的设计距离

δ≤
ｑ「ｍ／２?－１， ｍｉｓｅｖｅｎ
ｑ「ｍ／２?－ｑ＋１， ｍ{ ｉｓｏｄｄ

则一定有 Ｃ⊥Ｃ．同样地，该结论对非本原 ＢＣＨ码也
不成立．文献［７～９］中给出的方法都是针对狭义本原
ＢＣＨ码（即 ｂ＝１）．到目前为止，没有检索到讨论有限域
ＧＦ（ｐ）上狭义非本原 ＢＣＨ码以及广义本原或非本原
ＢＣＨ码（ｂ＞１）是否包含其对偶码的文献．

量子纠错码基于量子力学基本原理和量子信息

论，量子状态所处的 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间可能是高维的（非二
维），所以研究有限域 ＧＦ（ｐ）上的狭义（或广义）本原
（或非本原）量子 ＢＣＨ码是非常有意义的．本文给出了
循环陪集的若干重要性质，根据这些性质提出了一种

在多项式的时间内可以判断出有限域 ＧＦ（ｐ）上非本原
或本原ＢＣＨ码是否包含其对偶码的方法，该方法对狭
义和广义ＢＣＨ码均适用．

２ 循环陪集的基本性质

定义１ 设 ｐ是素数，ｎ是正整数且 ｇｃｄ（ｎ，ｐ）＝１
（即 ｎ与ｐ互素），ｍ是满足ｎ｜（ｐｍ－１）的最小正整数，
ｓ∈ＧＦ（ｐｍ）且０≤ｓ＜ｎ，称集合 Ｃｓ＝｛ｓ，ｐｓ，ｐ２ｓ，…，
ｐｍｓ－１ｓ｝（ｍｏｄｎ）为有限域 ＧＦ（ｐｍ）上关于 ｓ的ｍｏｄｎ的循
环陪集，其中 ｍｓ是满足ｐｍｓｓ≡ｓ（ｍｏｄｎ）的最小正整数．ｓ
是Ｃｓ中的最小元素，称为循环陪集代表元．

定义２ 令 Ｈ＝｛ｓ｜ｓ＝ｍｉｎＣｓ（即 ｓ是Ｃｓ中的最小
元素），Ｃｓ是有限域ＧＦ（ｐｍ）上关于 ｓ（０≤ｓ＜ｐｍ－１）的
ｍｏｄｎ的循环陪集｝，称 Ｈ为ｍｏｄｎ的循环陪集首集．

例如 ｐ＝５，ｍｏｄ２４＝５２－１
Ｃ０＝｛０｝ Ｃ１＝｛１，５｝ Ｃ２＝｛２，１０｝
Ｃ３＝｛３，１５｝ Ｃ４＝｛４，２０｝ Ｃ６＝｛６｝
Ｃ７＝｛７，１１｝ Ｃ８＝｛８，１６｝ Ｃ９＝｛９，２１｝
Ｃ１２＝｛１２｝ Ｃ１３＝｛１３，１７｝Ｃ１４＝｛１４，２２｝
Ｃ１８＝｛１８｝ Ｃ１９＝｛１９，２３｝

由以上示例易得循环陪集的如下性质：

设 ｐ是素数，ｍ是满足ｎ｜（ｐｍ－１）的最小正整数．

（１）定义集 ＩＣ＝｛０，１，２，…，ｎ－１｝＝∪
ｓ
Ｃｓ［１］

循环陪集具有如下类似陪集的性质：

（２）有限域 ＧＦ（ｐｍ）上任意两个关于 ｓ和ｒ的 ｍｏｄｎ
的循环陪集Ｃｓ，Ｃｒ（ｓ≠ｒ），满足：

（ａ）ａ∈ＩＣ，ｓ∈Ｈ使得ａ∈Ｃｓ；
（ｂ）Ｃｓ＝Ｃｒｔ＞０，ｒ＝ｓｐｔｍｏｄｎ；
（ｃ）ｓ，ｒ∈Ｈ，则 Ｃｓ∩Ｃｒ＝ ．
证明 前两个性质由定义１和定义２可以立即得

出．下面证明第３个性质．不妨设 ｓ＜ｒ，则 ｓＣｒ．设｜Ｃｉ｜
＝ｍｉ（ｉ＝ｓ，ｒ），ａ∈Ｃｓ∩Ｃｒ，则存在 ｕ、ｖ，使 ａ＝ｓｐｕ

·（ｍｏｄｎ）和 ａ＝ｒｐｖ（ｍｏｄｎ）．不妨设 ｕ＜ｖ，则 ｓ＝ｒｐｖ－ｕ

·（ｍｏｄｎ），由此可知 ｓ∈Ｃｒ，推出矛盾，故 Ｃｓ∩Ｃｒ＝ ．
（３）设 ｓ＞０且 ｓ∈Ｈ，Ｃｓ是有限域ＧＦ（ｐｍ）上关于 ｓ

的 ｍｏｄｎ的循环陪集，则对任意的正整数 ｋ都有ｓ≠ｋｐ．
证明 设 ｓ＝ｋｐ，ｐ≥２，ｋ＜ｓ，则由循环陪集的定

义知，ｓ一定属于ｋ所在的循环陪集Ｃｔ（即 ｓ∈Ｃｔ），且 ｔ
≤ｋ＜ｓ，又由性质２知 Ｃｔ∩Ｃｓ＝ ，故 ｓ≠ｋｐ．

（４）设 Ｃｓ（ｓ∈Ｈ）是有限域 ＧＦ（ｐｍ）上关于 ｓ的
ｍｏｄｎ的循环陪集，则 Ｃ



ｓｍ．进一步，如果 ｇｃｄ（ｎ，ｓ）＝
１，则 Ｃｓ ＝ｍ．令 ａ＝ｍａｘ（Ｃｓ），则 Ｃｓ ＝ Ｃｎ－ａ ；特别
地，如果 ｎ＝２ｓ，则 Ｃｓ ＝１．

证明 由文献［１］知：对任意的 ０＜ｓ＜ｎ，都有
Ｃ



ｓｍ．因为 ｓｐｍ≡ ｓ（ｍｏｄｎ），设 ｍｓ≤ ｍ，且 ｓｐｍｓ＝ｓ
·（ｍｏｄｎ），即 ｎ｜ｓ（ｐｍｓ－１），又由 ｇｃｄ（ｎ，ｓ）＝１可知
ｎ（ｐｍｓ－１），故 ｍｓ＝ｍ．设 ａ＝ｍａｘ（Ｃｓ），则存在 ｋ≤ｍｓ，
使得 ａ＝ｓｐｋ（ｍｏｄｎ）．如果（ｎ－ａ）∈Ｃｓ，显然有 Ｃｓ ＝
Ｃｎ－ａ ．否则ｂ∈Ｃｎ－ａ，存在 ｉ≤ｍｎ－ａ，使 ｂ＝（ｎ－
ａ）ｐｉ＝ｎｐｉ－ｓｐｋ＋ｉ＝－ｓｐｋ＋ｉ＝ｎ－ｓｐｋ＋ｉ（ｍｏｄｎ），故 Ｃｎ－ａ
＝｛ｎ－ｒ｜ｒ∈Ｃｓ｝，所以 Ｃｓ ＝ Ｃｎ－ａ ．如果 ｎ＝２ｓ，则
Ｃｓ＝｛ｓ｝，故 Ｃｓ ＝１．
由性质（４）易得如下两个性质：
（５）设 Ｃｓ（ｓ∈Ｈ，ｓ≠０）是有限域 ＧＦ（ｐｍ）上关于 ｓ

的ｍｏｄｎ的循环陪集，令 ｔ＝ｍａｘ（Ｃｓ），对ａ∈Ｃｓ，则

ｂ∈Ｃｎ－ｔ使得ａ＋ｂ＝０（ｍｏｄｎ）．特别地，如果 ｓ｜ｎ且
存在正整数ｒ，使得 ｎ／ｓ－１＝ｐｒｍｏｄｎ，则ａ∈Ｃｓ，ｂ
∈Ｃｓ，满足 ａ＋ｂ＝０（ｍｏｄｎ）；如果 ｎ＝２ｓ，则 ｓ＋ｓ＝０
（ｍｏｄｎ），即 Ｃｓ＝｛ｓ｝．

该性质简化了循环陪集的求解过程，使得只需求

所有循环陪集的一半左右的循环陪集．
（６）有限域 ＧＦ（ｐｍ）上关于 ｓ（０≤ｓ＜ｎ）的 ｍｏｄｎ的

循环陪集Ｃｓ至少有「（ｎ－１）／ｍ?＋１个（即 Ｈ ≥「（ｎ
－１）／ｍ?＋１）；如果 ｍ是素数，则 Ｃｓ的个数恰好为（ｎ
－１）／ｍ＋１（即 Ｈ ＝「（ｎ－１）／ｍ?＋１）．
文献［４］中给出了循环陪集首集中元素个数的精
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确表达式：Ｈ ＝１ｍ∑ｄ｜ｍｑ
ｍ／ｄ·φ（ｄ）－２，其中φ（ｄ）是欧

拉函数，表示小于 ｄ且与ｄ互素的正整数个数．
将文献［８］中关于有限域 ＧＦ（２）上非本原 ＢＣＨ码

的结论推广到有限域 ＧＦ（ｐ）上可得如下性质：
（７）设有限域 ＧＦ（ｐｍ）上关于 ｓ的 ｍｏｄｎ的循环陪

集为Ｃｓ（ｓ∈Ｈ，ｓ≠０），如果ａ∈Ｃｓ有ｎ－ａ∈Ｃｓ，则 ｍ
和ｍｓ＝ Ｃｓ都为偶数．

证明 由性质５知，ｉ∈Ｃｓ且ｎ－ｉ∈Ｃｓ当且仅当ｎ
－ｓ∈Ｃｓ，即存在 ｋ≤ｍｓ，使得 ｎ－ｓ＝ｓｐｋ（ｍｏｄｎ），同余
方程两边同时乘以 ｐｋ得到 ｓｐ２ｋ＝－ｓｐｋ＝ｓ（ｍｏｄｎ），即
２ｋ＝ｍｓ，所以 ｍｓ为偶数，又 ｍｓ｜ｍ，所以 ｍ也为偶数．

注意，该性质的逆命题不成立，即如果 ｍ和ｍｓ＝
Ｃｓ都为偶数，则ａ∈Ｃｓ不一定有ｎ－ａ∈Ｃｓ．例如 ｐ
＝５，ｎ＝２４＝５２－１，Ｃ２＝｛２，１０｝，ｍ２＝ｍ＝２，但是２４－２
＝２２Ｃ２．
（８）当 ｐ为偶素数时，Ｃｓ（ｓ≠０），ｓ是奇数，如果

ｎ≠２ｓ，则ｍａｘ（Ｃｓ）是偶数，其中ｍａｘ（Ｃｓ）是 Ｃｓ中的最大
元素．

证明 由性质３知：对任意的 Ｃｓ有ｓ≠ｋｐ，故 ｓ是
奇数，如果 ｎ≠２ｓ，则存在 ｔ（０＜ｔ＜ｍｓ）使得 ｍａｘ（Ｃｓ）＝
ｓ２ｔ，故 ｍａｘ（Ｃｓ）是偶数．

３ 判断ＢＣＨ码是否包含其对偶码

设 ｐ是素数，ｎ是正整数且ｇｃｄ（ｎ，ｐ）＝１，Ｚｎ＝｛ａ
｜ｇｃｄ（ａ，ｎ）＝１，１≤ａ≤ｎ－１｝，ｐ在Ｚｎ中的阶为ｍ，即
ｐｍｍｏｄｎ＝１．设α∈ＧＦ（ｐｍ），且是 ＧＦ（ｐｍ）（ＧＦ（ｐｍ）

＝ＧＦ（ｐｍ）－｛０｝）中的一个 ｎ阶元素（即αｎ＝１）．如果 ｎ
＝ｐｍ－１，则α为有限域ＧＦ（ｐｍ）的本原元．设 Ｍ（ｉ）（ｘ）
是α

ｉ∈ＧＦ（ｐｍ）在 ＧＦ（ｐ）上的极小多项式，如果 ｉ∈Ｃｓ，

则 Ｍ（ｉ）（ｘ）＝∏
ｊ∈Ｃｓ

（ｘ－αｊ）［１］，其中 Ｃｓ是有限域ＧＦ（ｐｍ）

上关于 ｓ（０＜ｓ＜ｎ）的 ｍｏｄｎ的循环陪集．设 ｂ是正整
数（ｂ≥１）且 ｌｃｍ｛Ｍ（ｂ）（ｘ），Ｍ（ｂ＋１）（ｘ），…，Ｍ（ｂ＋δ－２）

（ｘ）｝是多项式 Ｍ（ｂ）（ｘ），Ｍ（ｂ＋１）（ｘ），…，Ｍ（ｂ＋δ－２）（ｘ）的
最小公倍式，则 ｇ（ｘ）＝ｌｃｍ｛Ｍ（ｂ）（ｘ），Ｍ（ｂ＋１）（ｘ），…，
Ｍ（ｂ＋δ－２）（ｘ）｝是有限域 ＧＦ（ｐ）上码长为 ｎ，设计距离
为δ（δ＞０）的 ｐ元ＢＣＨ码Ｃ（记为 Ｂｐ（ｎ，δ，α，ｂ））的生
成多项式［１］．如果 ｎ＝ｐｍ－１，则该 ＢＣＨ码称为本原
ＢＣＨ码，否则称为非本原 ＢＣＨ码［１］；如果 ｂ＝１，则该
ＢＣＨ码称为狭义 ＢＣＨ码，否则称为广义 ＢＣＨ码［１］．令
ＩＣ＝Ｃｂ０∪Ｃｂ１∪…∪Ｃｂδ－２，其中 Ｃｂｉ是有限域ＧＦ（ｐ

ｍ）上

关于 ｂｉ的ｍｏｄｎ的循环陪集且ｂ＋ｉ∈Ｃｂｉ，称 ＩＣ为 ＢＣＨ
码 Ｃ的定义集．令该ＢＣＨ码的循环陪集首集 Ｈδ＝｛ｂ０，
ｂ１，…，ｂδ－２｝，由于可能存在 ｊ＞ｉ（ｉ，ｊ∈｛０，１，２，…，δ－

２｝）使得 ｂ＋ｊ∈Ｃｂｉ（即 Ｃｂｉ＝Ｃｂｊ），所以 Ｈδ ≤δ－１．由

文献［７］知，Ｃ的对偶码Ｃ⊥的定义集 ＩＣ⊥ ＝∪
ｉ∈珋ＩＣ
Ｃｎ－ｉ，其

中珋ＩＣ＝｛０，１，２，…，ｎ－１｝＼ＩＣ．
根据循环陪集的相关性质，本文提出了一种有效

的方法判断有限域 ＧＦ（ｐ）上 ＢＣＨ码是否包含其对偶
码，对本原（或非本原）ＢＣＨ码（ｂ≥１）也都成立．

将关于有限域 ＧＦ（２）上本原（或非本原）狭义 ＢＣＨ
码是否包含其对偶码的结论推广到有限域 ＧＦ（ｐ）上本
原（或非本原）ＢＣＨ码［７］（ｂ≥１）上可得如下引理：

引理３ 设 Ｃ是有限域ＧＦ（ｐ）上码长为 ｎ的本原
（或非本原）ＢＣＨ码（ｂ≥１），其定义集为 ＩＣ，如果ｉ∈
ＩＣ，有（ｎ－ｉ）ＩＣ，则 Ｃ⊥Ｃ．
证明 设有限域 ＧＦ（ｐ）上码长为 ｎ，设计距离为

δ（δ＞０）的ＢＣＨ码 Ｃ＝Ｂｐ（ｎ，δ，α，ｂ）（ｂ≥１）的生成多
项式为 ｇ（ｘ）＝ｌｃｍ｛Ｍ（ｂ＋ｉ）（ｘ）｝（ｉ∈｛０，１，２，…，δ－

２｝），则 Ｃ的定义集为ＩＣ＝∪
δ－２

ｉ＝０
Ｃｂｉ，其对偶码 Ｃ

⊥的定义集

ＩＣ⊥ ＝∪
ｉ∈珋ＩＣ
Ｃｎ－ｉ，其中珋ＩＣ＝｛０，１，２，…，ｎ－１｝＼ＩＣ；如果ｉ

∈ＩＣ，满足（ｎ－ｉ）ＩＣ，则（ｎ－ｉ）∈珋ＩＣ，从而 Ｃｉ∈ＩＣ⊥，由
此可得 ＩＣＩＣ⊥，所以 Ｃ⊥的生成多项式 ｑ（ｘ）＝ｌｃｍ｛ｇ
（ｘ），Ｍ（ｒ）（ｘ），…｝，其中 ｒ∈ＩＣ⊥ ＼ＩＣ．由此可知 ｇ（ｘ）
ｑ（ｘ），所以〈ｑ（ｘ）〉〈ｇ（ｘ）〉，其中〈ｑ（ｘ）〉、〈ｇ（ｘ）〉分
别表示 ｑ（ｘ）、ｇ（ｘ）生成的ＢＣＨ码，即 Ｃ⊥Ｃ．

由循环陪集性质４、性质５、性质７以及上述引理３
可得如下定理：

定理１ 设 Ｃ＝Ｂｐ（ｎ，δ，α，ｂ）是有限域 ＧＦ（ｐ）上
码长为 ｎ，设计距离为δ（δ＞０）的 ＢＣＨ码，其定义集为
ＩＣ，对应的循环陪集首集为 Ｈδ，则：
（ａ）设ｓ≠０且 ｓ∈Ｈδ，即 ＣｓＩＣ，令 ａ＝ｍａｘＣｓ

（ｍａｘＣｓ是Ｃｓ中的最大元素），如果 ｎ－ａＨδ，则 Ｃ⊥
Ｃ；
（ｂ）如果 ｎ＝２ｓ且ｓ∈Ｈδ，则 Ｃ⊥Ｃ；
（ｃ）当 ｍ是偶数时，如果 ＣｓＩＣ满足ｍｓ是偶数且

ｎ－ｓ∈Ｃｓ，则 Ｃ⊥Ｃ．
证明 （ａ）由性质５知，ＣｓＩＣ（ｓ≠０），令 ａ＝

ｍａｘＣｓ，则ｔ∈Ｃｓ，ｒ∈Ｃｎ－ａ，使得 ｔ＋ｒ＝ｎ即：ｒ＝ｎ
－ｔ．故如果ｔ∈ＣｓＩＣ，有 ｎ－ａＨδ，则 Ｃｎ－ａ∩ＩＣ＝
，所以 ｎ－ｔＩＣ，由引理２知 Ｃ⊥Ｃ．
（ｂ）如果 ｎ＝２ｓ，则 ｎ－ｓ＝ｓ∈ＣｓＩＣ，故 Ｃ⊥Ｃ．
（ｃ）由性质７知，如果 ｍ是偶数，在判断有限域 ＧＦ

（ｐ）上某 ＢＣＨ码是否包含其对偶码时，可以先判断 Ｃｓ
ＩＣ且ｍｓ是偶数的循环陪集Ｃｓ．如果存在 ＣｓＩＣ，满
足 ｍｓ＝ Ｃｓ是偶数且ｎ－ｓ∈Ｃｓ，则一定有 Ｃ⊥Ｃ．否
则，还需要利用（ａ）对剩余的循环陪集进行判断．

０６８１ 电 子 学 报 ２０１０年



４ 时间复杂度分析

利用引理３判断某 ｐ元ＢＣＨ码 Ｃ是否包含其对偶
码时，需要将 ＩＣ中的所有元素两两比较，时间复杂度为

Ｏ（ＩＣ ２），其中 ＩＣ 表示ＩＣ中元素个数．因为对ｂｉ∈
Ｈδ有 Ｃｂｉ ≤ｍ（等号成立，当且仅当 ｇｃｄ（ｎ，ｂｉ）＝１），

所以 ＩＣ ≤ ｍ Ｈδ ＝ｍ（δ－１），即时间复杂度为
Ｏ （ｍ（δ－１））( )２ ．而利用定理１给出的方法判断时，只
需要找出各 Ｃｓ（ｂ０≤ｓ≤ｂδ－２）中的最大值 ａ，并判断 ｎ
－ａ是否属于Ｈδ．如果对任意 ＣｓＩＣ都有ｎ－ａＨδ，
则 Ｃ⊥Ｃ，否则 Ｃ⊥Ｃ．ＩＣ中共有Ｈδ（Ｈδ ≤δ－１）个
Ｃｓ且 Ｃｓ≤ｍ，查找每个 Ｃｓ中的最大值最多需要比较
ｍ－１次，找到最大值 ａ之后再在Ｈδ中查找是否存在ｎ
－ａ时，需要比较δ－２次 （因为 Ｈδ是有序的，所以当

δ较大时可以利用折半查找法查找，最多需要 ｌｏｇδ次
比较），所以总共最多需要（δ－１）（ｌｏｇδ＋ｍ－１）次运
算，时间复杂度为多项式的．
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